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ISMERKED¶ES A PONTATLAN VAL¶OSZ¶IN}US¶EG
FOGALM¶AVAL1
PINT¶ER MIKL¶OS
BME, Budapesti Corvinus Egyetem
CikkÄunkben ¶attekintjÄuk a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg (ambiguity) fogalm¶at. Egy
motiv¶al¶o, j¶ol ismert p¶eld¶at¶ol, az Ellsberg-paradoxont¶ol (Ellsberg, 1961) in-
dulunk, ¶es k¶et alapmodellt (Schmeidler, 1989 ¶es Gilboa ¶es Schmeidler, 1989)
ismertetÄunk. Egy rÄovid fejezetben az alkalmaz¶asok fel¶e is kikacsintunk.
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1 Bevezet}o
A magyarorsz¶agi fels}ooktat¶asb¶ol f¶aj¶oan hi¶anyzik a pontatlan val¶osz¶³n}us¶egek
(ambiguity) fogalm¶anak oktat¶asa. Ezzel a cikkel az a c¶elunk, hogy bemu-
tassuk a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg fogalm¶at, egyfajta ismertet}ot, bevezet}ot ad-
junk a t¶em¶aban, ¶es nem utols¶o sorban felkeltsÄuk a hazai szakmai kÄozÄons¶eg
¶erdekl}od¶es¶et a fogalom ir¶ant.
A pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg intenz¶³ven kutatott ¶es fontos terÄulete a dÄont¶es-
elm¶eletnek, l¶asd tÄobbek kÄozÄott a Schmeidler (1989), Gilboa ¶es Schmeidler
(1989), Ghirardato ¶es Marinacci (2002), Klibano® et al. (2005), Gilboa (2006),
Marinacci ¶es Montucchio (2006), Maccheroni et al. (2006), Gilboa (2009),
Ghirardato ¶es Siniscalchi (2010), Cerreia-Vioglio et al. (2011), Lehrer (2012),
Gilboa ¶es Marinacci (2016) munk¶akat, ill. l¶asd m¶eg Machina ¶es Siniscalchi
(2014) alapos ¶es kimer¶³t}o ¶attekint¶es¶et a terÄuletnek.
A pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg tÄobb szempontb¶ol is fontos a dÄont¶eselm¶eletben.
Egyr¶eszt ¶erdekes tiszt¶an elm¶eleti szempontb¶ol, mint a val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as
egy ¶altal¶anos¶³t¶asa, mint nem-addit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg. Ebben az esetben m¶ar az
is k¶erd¶es. hogy milyen halmazfÄuggv¶eny a nem-addit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg. Abban
az esetben, ha rÄogz¶³tjÄuk a nem-addit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg fogalm¶at, akkor m¶eg
mindig k¶erd¶es, hogy milyen integr¶alfogalommal p¶aros¶³tva alkalmazzuk (l¶asd
pl. Schmeidler (1989)). Ezek a k¶erd¶esek nyitottak, nincs r¶ajuk sz¶eles kÄor}uen
elfogadott v¶alasz.
Az alkalmaz¶asok szempontj¶ab¶ol a pontatlan val¶osz¶³n}us¶egek legal¶abb k¶et
szempontb¶ol ¶erdekesek. Egyr¶eszt, mint a j¶at¶ekelm¶eletben alkalmazott kevert
1A szerz}o kÄoszÄonetet mond a b¶³r¶al¶o alapos ¶es konstrukt¶³v b¶³r¶alat¶a¶ert. Ez a cikk Nemzeti
Kutat¶asi, Fejleszt¶esi ¶es Innov¶aci¶os Hivatal (NKFIH K 133882 ¶es K 133883) t¶amogat¶as¶aval
k¶eszÄult. Be¶erkezett 2019. m¶arcius 25. E-mail: pinter@math.bme.hu.
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strat¶egi¶ak ¶altal¶anos¶³t¶asai seg¶³thetnek olyan j¶at¶ek-kimeneteleket egyens¶ulyi
(Nash 1950, 1951) kimenett¶e ,,emelni", amik nem kevert Nash-egyens¶ulyok.
Ilyen nem Nash-egyens¶ulyi szitu¶aci¶ok vizsg¶alat¶ara l¶asd a Greenberg (2000),
Lehrer (2012), Riedel ¶es Sass (2014) cikkeket. M¶asr¶eszr}ol a pontatlan val¶osz¶³-
n}us¶eg seg¶³thet jobban meg¶erteni olyan piaci jelens¶egeket, mint az egyens¶ulyi
¶arak v¶altoz¶ekonys¶aga, vagy a piaci bizonytalans¶ag hat¶asai ¶es strat¶egiai lehe-
t}os¶egei.
M¶eg egy fontos k¶erd¶est eml¶³tÄunk, miel}ott belekezdÄunk a pontatlan val¶osz¶³-
n}us¶eg fogalm¶anak bemutat¶as¶aba. ÄOsszevetve a kock¶azattal foglalkoz¶o alap-
modelleket, azok kÄozÄul is a von Neumann ¶es Morgenstern (1944), Savage
(1954) ¶es az Anscombe ¶es Aumann (1963) modelleket, a kÄovetkez}o k¶et alap-
vet}o megkÄozel¶³t¶est l¶atjuk. Von Neumann ¶es Morgenstern (1944) eset¶eben a
kock¶azat alapfogalma a modellnek, azaz a kock¶azat objekt¶³v. Savage (1954)
modellj¶eben a kock¶azat a dÄont¶eshoz¶o ,,preferenci¶aiba van k¶odolva", azaz a
kock¶azat szubjekt¶³v. Anscombe ¶es Aumann (1963) egy vegyes modell, mind
az objekt¶³v, mind a szubjekt¶³v kock¶azat megjelenik benne. Fontos l¶atni azon-
ban, hogy ak¶ar objekt¶³v, ak¶ar szubjekt¶³v a kock¶azat, a fenti modellekben (¶es
m¶as modellekben is) annak matematikai modellje a val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as ¶es a
hagyom¶anyos (absztrakt) integr¶al p¶aros.
A kor¶abbiakban m¶ar utaltunk r¶a, hogy a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg model-
lez¶es szempontj¶ab¶ol is jelent}osen kÄulÄonbÄozik a kock¶azatt¶ol. Egyr¶eszt gya-
korlatilag minden modellben a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg szubjekt¶³v. Egyetlen
kiv¶etelt ismerÄunk2 Riedel ¶es Sass (2014), de ott a szerz}ok felteszik, hogy
valamilyen szerkezet tud pontatlan val¶osz¶³n}us¶eget gener¶alni, ¶ugy, mint a
val¶osz¶³n}us¶eg eset¶en egy v¶eletlensz¶am-gener¶ator (vagy pszeudo v¶eletlensz¶am-
gener¶ator). M¶asr¶eszr}ol, m¶eg a szubjekt¶³v pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg eset¶eben
is a kÄulÄonbÄoz}o modellek jellemez}oen kÄulÄonbÄoz}o nem-addit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg- ¶es
kÄulÄonbÄoz}o integr¶alfogalmakkal oper¶alnak.
A cikk fel¶ep¶³t¶ese a kÄovetkez}o. A kÄovetkez}o fejezetben bevezetjÄuk a pon-
tatlan val¶osz¶³n}us¶eg fogalm¶at. A 3. fejezetben a Schmeidler (1989) ¶es a Gilboa
¶es Schmeidler (1989) modelleket tekintjÄuk ¶at. A 4. fejezetben a pontat-
lan val¶osz¶³n}us¶eg alkalmaz¶as szempontj¶ab¶ol ¶erdekes tulajdons¶agaib¶ol adunk
¶³zel¶³t}ot. Az utols¶o fejezetben Äosszefoglaljuk cikkÄunk f}o Äuzeneteit.
2 Pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg
Ebben a fejezetben bemutatjuk a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg (ambiguity) fogal-
m¶at. A dÄont¶eselm¶eletben ¶es ¶altal¶aban a kÄozgazdas¶agtudom¶anyban a nem
tÄok¶eletes inform¶alts¶agnak, bizonytalans¶agnak tÄobb fajt¶aja ismert. Tal¶an a
legismertebb bizonytalans¶ag a kock¶azat, amikor nem ismert a vil¶ag pontos
¶allapota, a vil¶ag¶allapot, hanem csak egy, a vil¶ag¶allapotokon de¯ni¶alt val¶osz¶³-
n}us¶egeloszl¶as ismert. Teh¶at ebben az esetben a dÄont¶eshoz¶o azt ,,tudja" csak,
hogy az egyes vil¶ag¶allapotok milyen val¶osz¶³n}us¶eggel kÄovetkeznek be. P¶eld¶aul,
2A Choquet (1954), Nguyen (1978), Castaldo et al. (2004) ¶altal vizsg¶alt v¶eletlen halmaz
tekinthet}o ¶ugy, mint ami az objekt¶³v pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg alapja, alapfogalma.
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lehet piaci konszenzus abban, hogy 5%-os es¶ellyel lesz ¯zet¶esk¶eptelen TÄorÄok-
orsz¶ag 2021. december 1-¶en, ¶es 95%-os val¶osz¶³n}us¶eggel ¯zet}ok¶epes lesz az
adott napon.
Fontos l¶atni, hogy m¶eg ha piaci konszenzusr¶ol besz¶elÄunk is, az adott
val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as szubjekt¶³v, a piaci konszenzus szubjekt¶³v, nem objekt¶³v
(Bayes-i megkÄozel¶³t¶es), ez¶ert szerepel ,,tudja", nem pedig tudja a fenti mon-
datban.
A pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg (az els}o hasonl¶o fogalom Knight (1921)-ben for-
dul el}o) eset¶eben { szemben a kock¶azattal, ahol minden kimenetel val¶osz¶³n}u-
s¶ege ismert { vannak olyan esem¶enyek, amiknek nem ismert a val¶osz¶³n}us¶ege,
pontosabban az ismert csak, hogy az adott esem¶eny ,,val¶osz¶³n}us¶ege" egy inter-
vallumba esik. Ilyen esetek fordulnak el}o pl. szak¶ert}oi v¶elem¶enyek Äosszes¶³t¶e-
sekor, nevezetesen, amikor a szak¶ert}ok v¶elem¶enye egy adott esem¶eny val¶osz¶³-
n}us¶eg¶er}ol egy intervallumban sz¶or¶odik (Dempster, 1967, 1968; Shafer, 1976).
A kÄovetkez}okben egy p¶eld¶an keresztÄul mutatjuk be a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg
fogalm¶at.
Ez a p¶elda az ¶un. Ellsberg-paradoxon (Ellsberg, 1961). Egy urn¶aban 30
piros ¶es 60 fekete vagy s¶arga goly¶o van, teh¶at 90 goly¶o van egy urn¶aban, a
goly¶okr¶ol azt tudjuk, hogy h¶arom sz¶³n}uek lehetnek, piros, s¶arga vagy fekete,
illetve a piros goly¶ok sz¶ama 30.
A dÄont¶eshoz¶o v¶eletlenszer}uen kivesz az urn¶ab¶ol egy goly¶ot, ¶es k¶et dÄont¶esi
szitu¶aci¶oban dÄont (1. t¶abl¶azat). A B akci¶o eset¶en, mivel a fekete goly¶ok
sz¶ama nem ismert, a dÄont¶eshoz¶o pontatlan val¶osz¶³n}us¶eggel szembesÄul. Ha-
sonl¶oan, a C akci¶o eset¶en, mivel a s¶arga goly¶ok sz¶ama nem ismert, ¶es a
piros goly¶ok sz¶ama ismert, ¶³gy nem ismert annak val¶osz¶³n}us¶ege sem, hogy a
dÄont¶eshoz¶o piros vagy s¶arga goly¶ot h¶uz.
A tipikus dÄont¶eshoz¶o az els}o esetben az A akci¶ot v¶alasztja a B-vel szem-
ben, m¶³g a m¶asodik esetben a D akci¶ot prefer¶alja a C-vel szemben.
A akci¶o 100 $-t kap, ha piros goly¶ot h¶uz
B akci¶o 100 $-t kap, ha fekete goly¶ot h¶uz
illetve
C akci¶o 100 $-t kap, ha piros vagy s¶arga goly¶ot h¶uz
D akci¶o 100 $-t kap, ha fekete vagy s¶arga goly¶ot h¶uz
1. t¶abl¶azat. Ellsberg-paradoxon
A ,,probl¶ema" ezekkel a dÄont¶esekkel a kÄovetkez}o. Legyen PR, PB ¶es PY
annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy a dÄont¶eshoz¶o rendre piros, fekete vagy s¶arga
goly¶ot h¶uz. Ekkor, ha a dÄont¶eshoz¶o prefer¶alja az A akci¶ot a B-vel szemben,
akkor a v¶arhat¶o hasznoss¶ag szerint
PRu(100$) + (1 ¡ PR)u(0$) > PBu(100$) + (1 ¡ PB)u(0$);
ahol u a dÄont¶eshoz¶o (Bernoulli-f¶ele) hasznoss¶agi fÄuggv¶enye.
Hasonl¶oan, ha a dÄont¶eshoz¶o a D akci¶ot prefer¶alja a C-vel szemben, akkor
(PR+PY )u(100$)+(1¡PR¡PY )u(0$) < (PB+PY )u(100$)+(1¡PB¡PY )u(0$)
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TegyÄuk fel, hogy a dÄont¶eshoz¶o tÄobbre ¶ert¶ekeli a 100$-t, mint a 0$-t. Ekkor
PR(u(100$) ¡ u(0$)) > PB(u(100$) ¡ u(0$)) ;
azaz
PR > PB ;
¶es
(PR + PY )(u(100$) ¡ u(0$)) < (PB + PY )(u(100$) ¡ u(0$)) ;
azaz
PR < PB ;
ami ellentmond¶as.
VegyÄuk ¶eszre, hogy mindk¶et dÄont¶esi helyzetben a tipikus dÄont¶eshoz¶o a
pontos val¶osz¶³n}us¶eggel le¶³rhat¶o akci¶ot v¶alasztja a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eggel
le¶³rhat¶oval szemben, azaz azt mondhatjuk, hogy a tipikus dÄont¶eshoz¶o pon-
tatlan val¶osz¶³n}us¶eg kerÄul}o.
Ugyanakkor a fenti ellentmond¶as azt mutatja, hogy a szok¶asos addit¶³v
val¶osz¶³n}us¶egekkel ¶es a megfelel}o v¶arhat¶o hasznoss¶aggal nem ¶³rhat¶o le a (pon-
tatlan val¶osz¶³n}us¶eg kerÄul}o) dÄont¶eshoz¶o viselked¶ese. Teh¶at a v¶arhat¶o hasznos-
s¶ag alapmodellje (Savage, 1954) nem tudja a fenti paradoxont magyar¶azni.
Magyar¶an sz¶olva az Ellsberg-paradoxon magyar¶azat¶ahoz ¶uj megkÄozel¶³t¶esre
van szÄuks¶eg.
3 A pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg modellez¶ese
A pontatlan val¶osz¶³n}us¶egnek tÄobb modellje ismert az irodalomban, ebb}ol itt
kett}ot ismertetÄunk v¶azlatosan: Schmeidler (1989) ¶es Gilboa ¶es Schmeidler
(1989); tov¶abbi fontos modellek pl. Ghirardato ¶es Marinacci (2002), Klibano®
et al. (2005), Gilboa (2006), Marinacci ¶es Montucchio (2006), Maccheroni et
al. (2006), Gilboa (2009), Ghirardato ¶es Siniscalchi (2010), Cerreia-Vioglio
et al. (2011), Lehrer (2012), Gilboa ¶es Marinacci (2016).
3.1 Schmeidler (1989) modellje
Schmeidler (1989) modellj¶eben a pontatlan val¶osz¶³n}us¶egek matematikai mo-
dellez¶es¶ere az ¶ugynevezett kapacit¶asok haszn¶alatosak. A kapacit¶asok olyan
monoton halmazfÄuggv¶enyek, amik az Äures halmazhoz 0-t rendelnek. Nem
belemenve a matematikai r¶eszletekbe, a l¶enyeges elt¶er¶es a szok¶asos v¶arhat¶o
hasznoss¶ag-modellekhez (Savage, 1954) k¶epest az, hogy itt az integr¶al¶as nem
egy val¶osz¶³n}us¶eg szerint, hanem egy kapacit¶as szerint tÄort¶enik. Sokf¶ele in-
tegr¶al ismert, a kÄovetkez}okben { Schmeidler (1989)-et kÄovetve { a Choquet-
integr¶alt fogjuk haszn¶alni (Choquet, 1954). A Choquet-integr¶al de¯n¶³ci¶oja a
kÄovetkez}o:
1. De¯n¶³ci¶o. Legyen ( ; A) egy m¶erhet}o t¶er, azaz A egy ¾-algebra -n.
Legyen tov¶abb¶a f : ! IR egy korl¶atos m¶erhet}o fÄuggv¶eny ¶es º egy olyan
  
 
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monoton halmazfÄuggv¶eny az A ¾-algebr¶an, hogy º(;) = 0 ¶es º( ) = 1. Ekkor












º(f! 2 : f(!) ¸ sg) ds ;
ahol a jobb oldalon az integr¶al a Riemann-integr¶al.
Illusztr¶aci¶ok¶ent l¶assuk az Ellsbeg-paradoxonra alkalmazva a fenti fogal-
mat. Az el}oz}o fejezetben l¶attuk, hogy a kock¶azat fogalm¶aval az Ellsberg-
paradoxon nem magyar¶azhat¶o. A kÄovetkez}okben megmutatjuk, hogy Schmei-
dler modellj¶eben m¶ar feloldhat¶o az Ellsberg-paradoxon.
Legyen S = fsf ; sp; ssg a vil¶ag¶allapotok halmaza, sf azt ,,jelenti", hogy
fekete goly¶ot h¶uz a dÄont¶eshoz¶o, hasonl¶oan ¶ertelmezhet}o sp ¶es ss is. VegyÄuk
¶eszre, hogy a h¶uz¶as v¶eletlenszer}u, annak eredm¶enye nem fÄugg a dÄont¶eshoz¶ot¶ol,
teh¶at a javasolt ¶ertelmez¶es ¶ertelmes. Legyen tov¶abb¶a A = P(S), azaz minden
lehets¶eges vil¶ag¶allapot-kombin¶aci¶o esem¶eny ebben a konkr¶et modellben.
Az egyes akci¶ok minden vil¶ag¶allapothoz hozz¶arendelnek egy kimenetelt,
jelen esetben egy p¶enzbeli ki¯zet¶est. JelÄolje X = f0; 100g a kimenetelek
(p¶enzbeli ki¯zet¶esek) halmaz¶at. Minden egyes kimenetelnek van egy a dÄon-
t¶eshoz¶o ¶altali ¶ert¶eke, hasznoss¶aga. Legyen u(x) = idX , teh¶at a Bernoulli-f¶ele
hasznoss¶agi fÄuggv¶eny egyszer}uen csak az identit¶as fÄuggv¶eny, azaz 100$ ¶erjen
100-at a dÄont¶eshoz¶onak.
Legyen tov¶abb¶a º(fspg) = 13 , º(fsf ; ssg) = 23 , º(fsfg) = º(fssg) = 0 ¶es
º(fsf ; spg) = º(fsp; ssg) = 13 , a dÄont¶eshoz¶o nem-addit¶³v val¶osz¶³n}us¶ege, azaz
a dÄont¶eshoz¶o preferenci¶aj¶at ,,reprezent¶al¶o" nem-addit¶³v val¶osz¶³n}us¶eg. Ekkor




100; ha s = sp ,
0 kÄulÄonben
a pirosra teszÄunk akci¶o,
ff (s) =
n
100; ha s = sf ,
0 kÄulÄonben
a feket¶ere teszÄunk akci¶o,
fps(s) =
n
100; ha s 2 fsp; ssg ,
0 kÄulÄonben
a pirosra vagy s¶arg¶ara teszÄunk akci¶o,
ffs(s) =
n
100; ha s 2 fsf ; ssg ,
0 kÄulÄonben
a feket¶ere vagy s¶arg¶ara teszÄunk akci¶o. Ekkor
(C)
Z
u ± fp dº =
100
3
> 0 = (C)
Z

















u ± ffs dº ;
teh¶at megkaptuk a paradoxon sor¶an tipikusan meg¯gyelt v¶alaszt¶asokat.
Az Ellsberg-paradoxon l¶enyeg¶eben a nem ismert val¶osz¶³n}us¶egek sor¶an
tapasztalt dÄont¶esekr}ol sz¶ol. A meg¯gyel¶esek szerint a dÄont¶eshoz¶ok igyekeznek
az ilyen bizonytalans¶agokat kerÄulni, teh¶at amint a paradoxon is mutatja, az
ismert val¶osz¶³n}us¶eg}u esem¶enyekhez kÄothet}o akci¶okat prefer¶alj¶ak az ismeretlen
val¶osz¶³n}us¶eg}uekkel szemben. Ez a viselked¶es nagyon j¶ol le¶³rhat¶o a fenti mo-
dellel.
Fontos megjegyezni, hogy Schmeidler (1989) cikk¶enek csup¶an egy ered-
m¶enye a fenti modell. S}ot, a fenti modell csak egy m¶asik eredm¶eny tÄukr¶eben
v¶alik igaz¶an ¶erdekess¶e, m¶egpedig akkor, amikor Schmeidler (1989) megmutat-
ja, hogy a fenti modell reprezent¶alja egy axi¶om¶akkal le¶³rt preferenciaoszt¶aly
elemeit. Konkr¶etan:
2. T¶etel (Schmeidler (1989)). Legyen (S; A) m¶erhet}o t¶er a vil¶ag¶allapotok
halmaza, (X;M) m¶erhet}o t¶er a kimenetelek halmaza, ¶es A = ff : S !
¢(X; M); korl¶atos m¶erhet}o fÄuggv¶enyg, ahol ¢(X; M) az (X; M) m¶erhet}o t¶e-
ren ¶ertelmezett val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekek halmaza, ¶es f m¶erhet}os¶ege a ¢(X;M)-
en ¶ertelmezett gyenge* topol¶ogia Borel-halmazai tekintet¶eben ¶ertend}o. Ekkor
egy Â» bin¶aris rel¶aci¶o A-n pontosan akkor teljes¶³ti a kÄovetkez}o axi¶om¶akat
² Preferencia: teljes ¶es tranzit¶³v,
² Folytonoss¶ag: tetsz}oleges, ¹; ¹0; ¹00 2 ¢(X;M)-re, hogy ¹ Â ¹0 Â ¹00
l¶etezik ®; ¯ 2 (0; 1), hogy ®¹ + (1 ¡ ®)¹00 Â ¹0 Â ¯¹ + (1 ¡ ¯)¹00,
² Nemdegener¶alts¶ag: l¶etezik a; a0 2 A, hogy a Â a0,
² Monotonit¶as: ha minden s 2 S vil¶ag¶allapotra a(s) Â» a0(s), akkor a Â» a0,
² Komonoton fÄuggetlens¶eg: tetsz}oleges a; a0; a00 2 A alternat¶³v¶akra, me-
lyekre a Â a0 ¶es a ¶es a00 komonoton { azaz tetsz}oleges s; s0 2 S vil¶ag-
¶allapotokra igaz, hogy a(s) Â a(s0)-b}ol kÄovetkezik a00(s) Â» a00(s0) ¶es
a(s0) Â a(s)-b}ol kÄovetkezik a00(s0) Â» a00(s) {, teljesÄul, hogy tetsz}oleges
® 2 (0; 1]-re
®a + (1 ¡ ®)a00 Â ®a0 + (1 ¡ ®)a00;
ha egy¶ertelm}uen l¶etezik egy normaliz¶alt (º(S) = 1) kapacit¶as º az A ¾-
algebr¶an, ¶es l¶etezik egy Bernoulli-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny u : X ! IR,
hogy
a Â» b pontosan akkor, ha (C)
Z
u ± adº ¸ (C)
Z
u ± bdº;
minden a; b 2 A-ra, ahol u ± a(s) = R uda(s), s 2 S.
A fenti t¶etel egy reprezent¶aci¶os t¶etel, ami azt mondja, hogy ha egy pre-
ferencia rendelkezik a t¶etelbeli tulajdons¶agokkal, akkor reprezent¶alhat¶o egy
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normaliz¶alt kapacit¶as, Bernoulli-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny, Choquet-integ-
r¶alfogalom tri¶asszal, r¶aad¶asul a normaliz¶alt kapacit¶as (¶es a Choquet-integ-
r¶alfogalom) egy¶ertelm}u. Tov¶abb¶a tetsz}oleges bin¶aris rel¶aci¶o, amit egy fenti
tulajdons¶ag¶u funkcion¶al gener¶al, teljes¶³ti a felsorolt axi¶om¶akat.
Teh¶at Schmeidler (1989) megkÄozel¶³t¶es¶eben az alapfogalmak az adott tulaj-
dons¶agokkal rendelkez}o preferenci¶ak, illetve az objekt¶³v kock¶azat (¢(X;M)
elemei), azaz a ,,pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg"-f¶ele bizonytalans¶ag a preferenci¶akba
van k¶odolva, ¶³gy az nem objekt¶³v, hanem szubjekt¶³v.
3.2 A Gilboa ¶es Schmeidler (1989)-f¶ele modell
Gilboa ¶es Schmeidler megkÄozel¶³t¶ese szerint a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg, amint a
magyar elnevez¶es mutatja is, tulajdonk¶eppen azt jelenti, hogy a dÄont¶eshoz¶o
nem egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶assal szembesÄul (kock¶azat), hanem val¶osz¶³n}us¶eg-
eloszl¶asok egy halmaz¶aval; a Gilboa ¶es Schmeidler (1989) modell eset¶eben
val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶asok egy nemÄures, konvex, korl¶atos ¶es z¶art halmaz¶aval.
Teh¶at Gilboa ¶es Schmeidler modellj¶eben a dÄont¶eshoz¶o a val¶osz¶³n}us¶egelosz-
l¶asok egy nemÄures, konvex, kompakt halmaz¶aval szembesÄul.
Fontos megjegyezni, hogy a val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶asok nemÄures, konvex, kor-
l¶atos ¶es z¶art halmaza fogalom ekvivalens a TU-j¶at¶ekok (¶atruh¶azhat¶o hasznos-
s¶ag¶u kooperat¶³v j¶at¶ekok) elm¶elet¶eben ismert egzakt TU-j¶at¶ekok fogalm¶aval.
Pontosabban ismert (Peleg ¶es SudhÄolter, 2007), hogy egy egzakt j¶at¶ek magja
nemÄures, konvex, korl¶atos ¶es z¶art r¶eszhalmaza a ki¯zet¶esvektorok halmaz¶a-
nak, tov¶abb¶a a ki¯zet¶esvektorok tetsz}oleges nemÄures, konvex, korl¶atos ¶es z¶art
r¶eszhalmaz¶ahoz egy¶ertelm}uen l¶etezik egy egzakt TU-j¶at¶ek, aminek a magja
pontosan az adott halmaz. Teh¶at Gilboa ¶es Schmeidler (1989) modellj¶eben
a nem-addit¶³v val¶osz¶³n}us¶egek normaliz¶alt, nem-negat¶³v egzakt TU-j¶at¶ekok.
Gilboa ¶es Schmeidler modellj¶eben a dÄont¶eshoz¶o egyszer}uen a v¶arhat¶o
¶ert¶ekre vonatkoz¶o maximin krit¶erium alapj¶an dÄont. Teh¶at a hasznoss¶ag ma-
ximaliz¶aci¶o a kÄovetkez}oben de¯ni¶alt ¶ert¶ekhez kÄot}odik.
3. De¯n¶³ci¶o. Adott u : X ! IR m¶erhet}o Bernoulli-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny,
C µ ¢(S;A) nemÄures, konvex, a gyenge* topol¶ogi¶aban kompakt r¶eszhalmaza
az (S; A) m¶erhet}o t¶eren ¶ertelmezett val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekek halmaz¶anak. Le-
gyen tov¶abb¶a f egy akci¶o, azaz egy S-b}ol (X;M)-be k¶epez}o korl¶atos, m¶erhet}o




u ± f d¹ :
TekintsÄuk a bevezet}oben t¶argyalt p¶eld¶at (Ellsberg-paradoxon) a Gilboa
¶es Schmeidler modell tÄukr¶eben.
Legyen (S;A), a vil¶ag¶allapotok m¶erhet}o tere, X a kimenetelek tere, u a
Bernoulli-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny, fp, ff , fps ¶es ffs akci¶ok pontosan azok,










Teh¶at C nemÄures, konvex, kompakt halmaz, melyet a kÄovetkez}o º egzakt
TU-j¶at¶ek karakteriz¶al:
º(;) = 0 ; º(S) = 1 ;




º(fsfg) = º(fssg) = 0 ;









u ± fp d¹ =
100
3
> 0 = min
¹2C
Z














u ± ffs d¹;
teh¶at megkaptuk a paradoxon sor¶an meg¯gyelt v¶alaszt¶asokat.
L¶athat¶o, hogy Gilboa ¶es Schmeidler (1989) ¶es Schmeidler (1989) modell-
jei nagyon hasonl¶o eredm¶enyt adnak az Ellsberg-paradoxon eset¶en. Az is
l¶athat¶o, hogy a Schmeidler (1989) eset¶en tekintett kapacit¶as megegyezik a
Gilboa ¶es Schmeidler (1989)-f¶ele modellben a priorok C halmaz¶at karak-
teriz¶al¶o egzakt TU-j¶at¶ekkal (ennek is kÄoszÄonhet}o a sz¶amszer}uleg is azonos
eredm¶eny a k¶et modellben). A k¶et modell azonban nem ugyanazokat a dÄon-
t¶eseket adja ¶altal¶aban, azaz a k¶et modell { Schmeidler (1989) ¶es Gilboa ¶es
Schmeidler (1989) modelljei { kÄulÄonbÄoz}oek.
¶Ugy t}unhet, hogy Gilboa ¶es Schmeidler (1989) modellj¶eben a pontatlan
val¶osz¶³n}us¶eg (ambiguity) objekt¶³v, hiszen a priorok nemÄures, konvex, kom-
pakt C halmaza megadja a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eget. Ahhoz, hogy l¶assuk,
nem err}ol van sz¶o, tekintsÄuk Gilboa ¶es Schmeidler (1989) f}o eredm¶eny¶et, a
reprezent¶aci¶os t¶etelÄuket.
4. T¶etel (Gilboa ¶es Schmeidler (1989)). Legyen (S; A) m¶erhet}o t¶er a vil¶ag-
¶allapotok halmaza, ahol S v¶eges halmaz3, (X; M) m¶erhet}o t¶er a kimenetelek
halmaza, ¶es A = ff : S ! ¢(X;M); m¶erhet}o fÄuggv¶enyg, ahol ¢(X;M)
az (X;M) m¶erhet}o t¶eren ¶ertelmezett val¶osz¶³n}us¶egi m¶ert¶ekek halmaza, ¶es f
m¶erhet}os¶ege a ¢(X;M)-en ¶ertelmezett gyenge* topol¶ogia Borel-halmazai te-
kintet¶eben ¶ertend}o. Ekkor egy Â» bin¶aris rel¶aci¶o A-n pontosan akkor teljes¶³ti
a kÄovetkez}o axi¶om¶akat
² Preferencia: teljes ¶es tranzit¶³v,
² Folytonoss¶ag: tetsz}oleges, ¹; ¹0; ¹00 2 ¢(X;M)-re, hogy ¹ Â ¹0 Â ¹00
l¶etezik ®; ¯ 2 (0; 1), hogy ®¹ + (1 ¡ ®)¹00 Â ¹0 Â ¯¹ + (1 ¡ ¯)¹00,
3Gilboa ¶es Schmeidler t¶etele ¶altal¶anosabb az itt kimondottn¶al. Az ¶altal¶anosabb forma
kimond¶as¶ahoz t¶uls¶agosan sok ¶uj fogalmat ¶es eredm¶enyt k¶ene bemutatni, ez¶ert eltekintÄunk
annak ismertet¶es¶et}ol.
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² Nemdegener¶alts¶ag: l¶etezik a; a0 2 A, hogy a Â a0,
² Monotonit¶as: ha minden s 2 S vil¶ag¶allapotra a(s) Â» a0(s), akkor a Â» a0,
² Bizonyoss¶ag-fÄuggetlens¶eg: tetsz}oleges a; a0; a00 2 A alternat¶³v¶akra, hogy
a Â a0, a00 konstans { azaz tetsz}oleges s; s0 2 S vil¶ag¶allapotokra igaz,
hogy a00(s) = a00(s0) { tov¶abb¶a, tetsz}oleges ® 2 (0; 1)-re igaz, hogy
®a + (1 ¡ ®)a00 Â ®a0 + (1 ¡ ®)a00;
² Bizonytalans¶ag-kerÄul¶es: tetsz}oleges a; a0 2 A alternat¶³v¶akra, hogy a Â»
a0, ¶es tetsz}oleges ® 2 [0; 1]-re igaz, hogy
®a + (1 ¡ ®)a0 Â» a0;
ha egy¶ertelm}uen l¶etezik egy nemÄures, konvex, kompakt halmaz C µ ¢(S; M),
¶es l¶etezik egy Bernoulli-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny u : X ! IR, hogy minden
a; b 2 A-ra
a Â» b pontosan akkor, ha min
¹2C
Z




ahol u ± a(s) = R uda(s), s 2 S.
A fenti t¶etel, hasonl¶oan a 2. t¶etelhez, egy reprezent¶aci¶os t¶etel, ami azt
mondja, hogy ha egy preferencia rendelkezik a t¶etelbeli tulajdons¶agokkal,
akkor reprezent¶alhat¶o egy a priorok nemÄures, konvex, kompakt halmaza, Ber-
noulli-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny, hagyom¶anyos integr¶alfogalomra ¶ep¶³t}o maxi-
min krit¶erium tri¶asszal, r¶aad¶asul a priorok nemÄures, konvex, kompakt halma-
za egy¶ertelm}u. Tov¶abb¶a tetsz}oleges bin¶aris rel¶aci¶o, amit egy fenti funkcion¶al
gener¶al, teljes¶³ti a felsorolt axi¶om¶akat.
Teh¶at Gilboa ¶es Schmeidler (1989) megkÄozel¶³t¶es¶eben is az alapfogalmak
az adott tulajdons¶agokkal rendelkez}o preferenci¶ak, azaz a ,,pontatlan val¶osz¶³-
n}us¶eg"-f¶ele bizonytalans¶ag ebben az esetben is a preferenci¶akba van k¶odolva,
teh¶at a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg ebben a modellben is szubjekt¶³v.
4 A pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg egy-k¶et tov¶abbi
tulajdons¶aga
Ebben a fejezetben v¶azlatosan ¶es rÄoviden, n¶eh¶any egyszer}u p¶eld¶an keresztÄul
bepillantunk a pontatlan val¶osz¶³n}us¶egek (lehets¶eges) alkalmaz¶asaiba.
A kÄovetkez}okben egy egyszer}u p¶eld¶at (Dow ¶es Werlang, 1992) mutatunk
a pontatlan val¶osz¶³n}us¶egek p¶enzÄugyekbeli haszn¶alat¶ara.
TegyÄuk fel, hogy egy p¶enzÄugyi term¶ek ki¯zet¶ese a kÄovetkez}o:
f(s) =
½
1; ha s = s1,
3; ha s = s2,
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ahol S = fs1; s2g a vil¶ag¶allapotok halmaza. A dÄont¶eshoz¶o nem-addit¶³v val¶o-
sz¶³n}us¶ege (Schmeidler, 1989) º (az (S; P(S)) m¶erhet}o t¶eren) a kÄovetkez}o:
º(;) = 0 ; º(S) = 1 ;
º(fs1g) = 0;3 ;
º(fs2g) = 0;4 :
VegyÄuk ¶eszre, hogy º egy egzakt TU-j¶at¶ek, ¶es
C = f¹ 2 ¢(S; P(S)) : ¹(fs1g) ¸ 0;3 ¶es ¹(fs2g) ¸ 0;4g
a priorok nemÄures, konvex ¶es kompakt halmaza Gilboa ¶es Schmeidler (1989)
modellj¶eben.
TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy a dÄont¶eshoz¶o hasznoss¶agi fÄuggv¶enye az identit¶as
fÄuggv¶eny (1000 Ft 1000 Ft-ot ¶er a dÄont¶eshoz¶onak). Ekkor a dÄont¶eshoz¶o v¶ar-
hat¶o hasznoss¶aga az f p¶enzÄugyi term¶ek v¶as¶arl¶as¶ab¶ol:
(C)
Z
u ± f dº = min
¹2C
Z
u ± f d¹ = 0;6f(s1) + 0;4f(s2) = 1;8 ;
teh¶at ez az az Äosszeg, amennyi¶ert v¶as¶arolna a dÄont¶eshoz¶o az f p¶enzÄugyi ter-
m¶ekb}ol (mind Schmeidler (1989), mind Gilboa ¶es Schmeidler (1989) modellje
szerint).
Most n¶ezzÄuk meg, hogy az f p¶enzÄugyi term¶ek elad¶asa eset¶en { ahol az
¶arak a ¡1-szeresei az eredeti ¶arnak { mi a v¶arhat¶o hasznoss¶ag.
(C)
Z
u ± (¡f) dº = min
¹2C
Z
u ± (¡f) d¹ = ¡(0;3f(s1) + 0;7f(s2)) = ¡2;4 ;
teh¶at ez az az Äosszeg, amennyi¶ert eladna a dÄont¶eshoz¶o az f p¶enzÄugyi ter-
m¶ekb}ol (megint mind Schmeidler (1989), mind Gilboa ¶es Schmeidler (1989)
modellje szerint).
Teh¶at a dÄont¶eshoz¶o az f p¶enzÄugyi term¶ek v¶as¶arl¶as¶at 1;8 hasznoss¶ag nÄo-
veked¶esek¶ent, m¶³g elad¶as¶at 2;4 hasznoss¶ag csÄokken¶esk¶ent ¶ert¶ekeli, teh¶at (a
Bernoulli-f¶ele hasznoss¶agi fÄuggv¶eny az identit¶as), ha a piaci ¶ar az [1;8; 2;4]
intervallumban van, akkor a dÄont¶eshoz¶o nem kereskedik az f p¶enzÄugyi ter-
m¶ekkel, azaz nem veszi ¶es nem is adja el.
VegyÄuk ¶eszre, hogy a fenti p¶elda a kÄovetkez}o egyszer}u matematikai tulaj-




u ± (f) dº + (C)
Z




u ± (f) d¹ + min
¹2C
Z
u ± (¡f) d¹ = ¡0;6 < 0 :
A fenti modellben az ¶arak rÄogz¶³tettek, teh¶at nem besz¶elhetÄunk egyens¶uly-
r¶ol. Fontos tov¶abb¶a, hogy a fenti modell statikus, ami szint¶en problematikus.
Epstein ¶es Wang (1994) feloldja Dow ¶es Werlang (1992) modellj¶enek eml¶³tett
k¶et gyenges¶eg¶et, ¶es megmutatja, hogy Lucas (1978) modellj¶enek pontatlan
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val¶osz¶³n}us¶eggel m¶odos¶³tott v¶altozat¶aban az egyens¶ulyi ¶ar Dow ¶es Werlang
(1992)-i ¶ertelemben nem egy¶ertelm}u.
Az egyens¶ulyi ¶ar nem egy¶ertelm}us¶ege, pontosabban az, hogy az egyens¶ulyi
¶ar egy z¶art intervallum, a p¶enzÄugyi folyamatok ¶ujfajta ¶ertelmez¶es¶et teszi le-
het}ov¶e. Mintha az tÄort¶enne, hogy az adott intervallumon belÄuli pontos ¶arnak
nem lenne jelent}os¶ege, nem lenne inform¶aci¶otartalma. Tov¶abbi ¶erdekes k¶erd¶es
lehet, hogy milyen esetekben mekkora az egyens¶ulyi ¶ar intervalluma. A nem
pontos val¶osz¶³n}us¶egek kÄulÄonÄosen fontosak lehetnek a nagyon komplex, ne-
hezen ¶atl¶athat¶o term¶ekek, pl. n¶emely sz¶armaztatott term¶ek viselked¶es¶enek
meg¶ert¶es¶eben.
A pontatlan val¶osz¶³n}us¶egek seg¶³thetnek a kÄulÄonbÄoz}o adatok, pl. GDP
becsl¶es, hat¶asainak meg¶ert¶es¶eben is. A hat¶as illusztr¶al¶as¶ara Cabantous (2007)
cikk¶ere t¶erÄunk ki rÄoviden. Ebben a cikkben gyakorl¶o aktu¶ariusokat (bizto-
s¶³t¶asmatematikusokat) k¶erdeztek meg egy k¶aresem¶eny biztos¶³t¶as¶anak ¶araz¶a-
s¶ar¶ol (mennyi¶ert aj¶anlan¶anak biztos¶³t¶ast az adott k¶aresem¶enyre). Pontosan
ismert a lehets¶eges k¶ar nagys¶aga, de nem felt¶etlenÄul ismert a k¶aresem¶eny
val¶osz¶³n}us¶ege. H¶arom esetet kÄulÄonbÄoztetÄunk meg:
² pontosan ismert a k¶aresem¶eny val¶osz¶³n}us¶ege,
² k¶et szak¶ert}o szubjekt¶³ven ¶ert¶ekeli a k¶aresem¶eny val¶osz¶³n}us¶eg¶et, ¶es egye-
zik az ¶ert¶ekel¶esÄuk,
² k¶et szak¶ert}o szubjekt¶³ven ¶ert¶ekeli a k¶aresem¶eny val¶osz¶³n}us¶eg¶et, ¶es nem
egyezik az ¶ert¶ekel¶esÄuk.
Minden esetben sz¶amszer}uen ugyanaz a val¶osz¶³n}us¶eg ad¶odik, teh¶at, pl.
5% az els}o esetben, mindk¶et szak¶ert}o 5%-ot mond a m¶asodik esetben, ¶es az
egyik szak¶ert}o 4%-ot, a m¶asik szak¶ert}o 6%-ot mond a harmadik esetben.
A felm¶er¶es eredm¶enyei szerint az aj¶anlott biztos¶³t¶asi d¶³j egyre magasabb
(az els}o esetben a legalacsonyabb ¶es a harmadikban a legmagasabb), illetve
egyre nÄovekszik a sz¶ama azoknak, akik egy¶altal¶an nem aj¶anlan¶anak biztos¶³-
t¶ast (piaci kudarc).
Vil¶agosan l¶atszik a fenti p¶elda ¶es pl. a GDP-vel kapcsolatos egyes spe-
kul¶aci¶ok kÄozÄotti anal¶ogia. Ha egy orsz¶agr¶ol, pontosabban annak nÄoveked¶esi
kil¶at¶asair¶ol az ¶un. szak¶ert}oi v¶elem¶enyek elt¶ernek, akkor az orsz¶ag v¶arhat¶oan
nehezebben ¶es rosszabb felt¶etelek mellett tudja az ¶allamkÄotv¶enyeit ¶ert¶ekes¶³-
teni. TÄort¶enik ez fÄuggetlenÄul att¶ol, hogy a szak¶ert}oi ¶atlag, vagy a ,,val¶os" ki-
l¶at¶as mi. A bizonytalans¶ag k¶art okoz az ¶erintett orsz¶agnak, ¶es bizonytalans¶ag
gener¶al¶as¶aval k¶art lehet okozni az adott orsz¶agnak.
5 ÄOsszefoglal¶as
Ebben a cikkben rÄoviden bemutattuk a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg fogalm¶at, k¶et
alapmodellj¶et (Schmeidler, 1989, Gilboa ¶es Schmeidler, 1989) v¶azlatosan is-
mertettÄuk, ¶es k¶et alkalmaz¶as fel¶e tett l¶ep¶est is t¶argyaltunk. C¶elunk a hazai
kÄozÄons¶eg ¯gyelm¶enek felh¶³v¶asa a pontatlan val¶osz¶³n}us¶eg fogalm¶ara ¶es annak
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fontoss¶ag¶ara. Rem¶enyeink szerint sikerÄult kedvet csin¶alni a hazai koll¶eg¶aknak
a t¶ema oktat¶as¶ahoz ¶es kutat¶as¶ahoz.
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INTRODUCTION TO AMBIGUITY
This paper considers the notion of ambiguity. We start from the Ellsberg paradox,
we discuss two important models of the ¯eld (Schmeidler, 1989, Gilboa and Schmei-
dler, 1989). In a short section we consider applications of models of ambiguity too.
